
Elementární p°íklady

Spo£ítáme lokální a globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy

vzhledem k mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2 : x = 1

2
}.

Mnoºina M je p°ímka parametrizovatelná zobrazením t 7→ ( 1
2
, t), t ∈ R.

Poloºíme g(t) = f ( 1
2
, t). A vy²et°íme extrémy funkce g na R.

Máme g(t) = 1

22
+ t2 + 2

3
· 1
2
· t = 1

4
+ t2 + 1

3
t.

Dále g ′(t) = 2t + 1

3
a jediný stacionární bod je − 1

6
.

Navíc g ′′(t) = 2 > 0 a funkce g je konvexní na R a tedy − 1

6
je bodem

lokálního i globálního minima.

Lokální (ani globální) maximum funkce g neexistuje (g je zárove¬
neomezená shora).

Funkce f tedy má vzhledem k M lokální i globální minimum v bod¥
( 1
2
,− 1

6
) lokální (ani globální) maximum nemá.
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Spo£ítáme lokální a globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy

vzhledem k mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Mnoºina M je kruºnice parametrizovatelná zobrazením t 7→ (cos t, sin t).

Poloºíme g(t) = f (cos t, sin t). A vy²et°íme extrémy funkce g na R.

Máme g(t) = cos2 t + sin2 t + 2

3
cos t sin t = 1+ 1

3
sin 2t.

To dává π
4
+ kπ, k ∈ Z jako body lokálního a globálního maxima a

3π
4
+ kπ, k ∈ Z jako body lokálního a globálního minima.

Funkce f tedy má vzhledem k M lokální i globální minima v bodech

(− 1√
2
, 1√

2
) = (cos( 3π

4
), sin( 3π

4
)), f (− 1√

2
, 1√

2
) = 2

3
,

( 1√
2
,− 1√

2
) = (cos( 7π

4
), sin( 7π

4
)), f ( 1√

2
,− 1√

2
) = 2

3
,

a lokální i globální maxima v bodech

( 1√
2
, 1√

2
) = (cos(π

4
), sin(π

4
)), f ( 1√

2
, 1√

2
) = 4

3
,

(− 1√
2
,− 1√

2
) = (cos( 5π

4
), sin( 5π

4
)), f (− 1√

2
,− 1√

2
) = 4

3
.
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Trocha teorie

V¥ta (o nabývání globálních extrém·)
Nech´ f je funkce de�novaná na mnoºin¥ ∅ 6= M ⊂ Rd .

P°edpokládejme, ºe

I f je spojitá na M,

I M je uzav°ená a omezená

Potom f nabývá globálního minima i globálního maxima vzhledem k M.

Triviální pozorování
Nech´ f nabývá v bod¥ x globálního minima/maxima (vzhledem k M),
potom f nabývá v bod¥ x lokálního minima/maxima (vzhledem k M,
p°ípadn¥ vzhledem k jakékoliv M ′ ⊂ M, a ∈ M ′).



Jak poznáme uzav°enou (a otev°enou) mnoºinu

V¥ta (charakterizace spojitých zobrazení)
Nech´ P a X jsou metrické prostory a f : P → X zobrazení, potom jsou

následející tvrzení ekvivalentní:

I f je spojité

I f −1(U) je otev°ená pro kaºdou U ⊆ X otrev°enou

I f −1(K ) je uzav°ená pro kaºdou K ⊆ X uzav°enou

Navíc

I uzav°ené intervaly jsou uzav°ené podmnoºiny R,
I otev°ené intervaly jsou otev°ené podmnoºiny R.

Tedy nap°.
M = {(x , y) ∈ R2 : x4 + y ≤ 1}

je uzav°ená, protoºe M = f −1((−∞, 1]) pro f (x , y) = x4 + y ,
podobn¥

{(x , y) ∈ R2 : x4 + y ≥ 1} = f −1([1,∞)),

{(x , y) ∈ R2 : x4 + y = 1} = f −1({1})



Jak poznáme uzav°enou (a otev°enou) mnoºinu

V¥ta (charakterizace spojitých zobrazení)
Nech´ P a X jsou metrické prostory a f : P → X zobrazení, potom jsou

následející tvrzení ekvivalentní:

I f je spojité

I f −1(U) je otev°ená pro kaºdou U ⊆ X otrev°enou

I f −1(K ) je uzav°ená pro kaºdou K ⊆ X uzav°enou

Navíc

I uzav°ené intervaly jsou uzav°ené podmnoºiny R,
I otev°ené intervaly jsou otev°ené podmnoºiny R.

Tedy nap°.
M = {(x , y) ∈ R2 : x4 + y < 1}

je otev°ená, protoºe M = f −1((−∞, 1)) pro f (x , y) = x4 + y ,
podobn¥

{(x , y) ∈ R2 : x4 + y > 1} = f −1((1,∞)).

{(x , y) ∈ R2 : x4 + y = 1}= f −1({1})



Elementární p°íklady

Spo£ítáme globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy vzhledem k

mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1, x ≤ 1

2
}.

Mnoºinu M si rozd¥líme na sjednocení mnoºin

M1 = {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 < 1, x < 1

2
}

M2 = {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1, x = 1

2
}

M3 = {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 = 1, x ≤ 1

2
}

Poloºme G (x , y) = x2 + y2 − 1 a H(x , y) = x − 1

2
. Potom víme, ºe

I M1 je otev°ená (M1 = G−1((−∞, 0)) ∩ H−1((−∞, 0))),
I M2 je parametrizovatelná zobrazením t 7→ ( 1

2
, t), t ∈ [−

√
3

2
,
√
3

2
],

I M3 je parametrizovatelná zobrazením t 7→ (cos t, sin t), t ∈ [π
3
, 5π

3
].

I M je uzav°ená (M = G−1(−∞, 0] ∩ H−1(−∞, 0]) a omezená.

I M = M1 ∪M2 ∪M3.
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Elementární p°íklady

Po£ítáme globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy vzhledem k

mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1, x ≤ 1

2
}.

Víme, ºe

I M1 je otev°ená.

Je-li bod (x , y) bodem lokálního extrému f vzhledem k M1, potom
∇f (x , y) = (0, 0), tj.

2x + 2

3
y = 0, 2y + 2

3
x = 0,

coº je, práv¥ kdyº x = y = 0. Zárove¬ (0, 0) ∈ M1.
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3
xy vzhledem k

mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2, x2 + y2 ≤ 1, x ≤ 1

2
}.

Víme, ºe

I M2 je parametrizovatelná pomocí γ(t) = ( 1
2
, t), t ∈ [−

√
3

2
,
√
3

2
].

Poloºme g(t) = f ◦ γ(t) = 1

4
+ t2 + 1

3
t.

Je-li bod (x , y) je bodem globálního extrému f vzhledem k M2, potom
musí existuvat T , (x , y) = γ(T ), ºe T je bodem globálního extrému g

vzhledem k [−
√
3

2
,
√
3

2
].

Je-li T bodem globálního (lokálního) extrému g vzhledem k [−
√
3

2
,
√
3

2
],

potom platí jedna z moºností

(a) T = ±
√
3

2
(krajní body jsou vºdy podez°elé) → ( 1

2
,±
√
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}.

Víme, ºe

I M je uzav°ená a omezená.

I M = M1 ∪M2 ∪M3.

Je-li (x , y) bodem globálního extrému f vzhledem k M, potom platí
jedna z následujících moºností

(A) (x , y) je bodem lokálního (globálního) extrému f vzhledem k M1,
coº dává bod (0, 0)

(B) (x , y) je bodem lokálního (globálního) extrému f vzhledem k M2,

coº dává body ( 1
2
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√
3
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2
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6
),

(C) (x , y) je bodem lokálního (globálního) extrému f vzhledem k M3,

coº dává body ( 1
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,±
√
3

2
) a (− 1√

2
,± 1√

2
)

Navíc, f nabývá na M globálního minima i globálního maxima.
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Kdyº nemáme parametrizaci

V¥ta (o Lagrangeových multiplikátorech)
Nech´ m, d ∈ N, m < d , G ⊂ Rd otev°ená, f , g1, . . . , gm : G → R,

f , g1, . . . , gm ∈ C 1(G ). Poloºme

M = {x ∈ G : g1(x) = · · · = gm(x) = 0}.

Nech´ f má v bod¥ a ∈ M lokální extrém vzhledem k M, potom platí

alespo¬ jedna z následujících podmínek:

1. vektory ∇g1(a), . . . ,∇gm(a) jsou lineárn¥ závislé,

2. existují λ1, . . . , λm ∈ R taková, ºe ∇f (a) =
∑m

i=1
λi∇gi (a).

I Podmínka 1. udává body, kde nejsme schopni nalézt lokální
parametrizaci pomocí v¥ty o implicitní funkci.

I Podmínka 2. odpovídá rovnicím, které dostaneme pomocí
parametrizace podle v¥ty o implicitní funkci (ale má i snadný
geometrický význam).
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Lagrangeovy multiplikátory m = 1
V¥ta (o Lagrangeových multiplikátorech)
G ⊂ R2 otev°ená, f , g ∈ C 1(G ). Nech´ M = {(x , y) ∈ G : g(x , y) = 0}
a f má v bod¥ (a1, a2) ∈ M lokální extrém vzhledem k M, potom platí

alespo¬ jedna z následujících podmínek:

1. ∇g(a1, a2) = (0, 0),

2. existuje λ ∈ R, ºe ∇f (a1, a2) = λ∇g(a1, a2).

Spo£ítáme globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy vzhledem k

mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.
Mnoºina M je ve tvaru {(x , y) ∈ G : g(x , y) = 0} pro
g(x , y) = x2 + y2 − 1 a G = R2.

Máme ∇g(x , y) = (2x , 2y). Podmínka 1. tedy není spln¥na v ºádném
bod¥, protoºe ∇g(x , y) = (0, 0) jen pro (x , y) = (0, 0), ale (0, 0) 6∈ M.

Rovnice (soustava) z podmínky 2. má tvar
(∇f (x , y) = (2x + 2

3
y , 2y + 2

3
x))

2x + 2

3
y = 2λx ,

2y + 2

3
x = 2λy .
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Po£ítáme globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy vzhledem k

mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1}.

Hledáme (x , y) ∈ M a λ ∈ R spl¬ující následující rovnice

2x + 2

3
y = 2λx ,

2y + 2

3
x = 2λy ,

x2 + y2 = 1.

P°edn¥ si v²imneme, ºe x 6= 0 a y 6= 0. Z prvních dvou rovnic tedy
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Obvyklý argument:

I M uzav°ená (M = g−1({0})) a omezená, f spojitá vzhledem k M a
tedy f nabývá globálního maxima/minima vzhledem k M,

I body globálního extrému musí být i body lokálního extrému.

Pro ur£ení bod· globálního maxima a minima jen porovnáme hodnoty

f ( 1√
2
, 1√

2
) = 4

3
→ maximum,

f ( 1√
2
,− 1√

2
) = 2

3
→ minimum,

f (− 1√
2
, 1√

2
) = 2

3
→ minimum,

f (− 1√
2
,− 1√

2
) = 4

3
→ maximum.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 1

Podobn¥ pro globální extrémy funkce f (x , y) = x2 + y2 + 2

3
xy vzhledem

k mnoºin¥ M = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, x ≤ 1

2
}.

Mnoºinu si rozd¥líme na dv¥ £ásti

M1 = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, x = 1

2
},

M2 = {(x , y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, x < 1

2
}

Mnoºina M1 je dvoubodová a oba body si necháme jako kandidáty na

globální extrém. Jde o body ( 1
2
,
√
3

2
) a ( 1

2
,−
√
3

2
).

Mnoºinu M2 si vyjád°íme ve tvaru vhodném pro Lagrangeovy
multiplikátory

M2 = {(x , y) ∈ G : x2+ y2− 1 = 0}, kde G = {(x , y) ∈ R2 : x < 1

2
}.

Dále postupujeme stejn¥ jako v p°edchozím p°íkladu, jen s tím, ºe body
hledáme jen v mnoºin¥ G . Dostaneme body (− 1√

2
, 1√

2
) a (− 1√

2
,− 1√

2
).

Pouºijeme obvyklý argument (omezená, uzav°ená, globální → lokální).
A pak uº jen sta£í porovnat funk£ní hodnoty.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 1
V¥ta (o Lagrangeových multiplikátorech)
G ⊂ Rd otev°ená, f , g ∈ C 1(G ). Nech´ M = {x ∈ G : g(x) = 0} a f má

v bod¥ a ∈ M lokální extrém vzhledem k M, potom platí alespo¬ jedna z

následujících podmínek:

1. ∇g(a) = 0,

2. existuje λ ∈ R, ºe ∇f (a) = λ∇g(a).

Spo£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = xyz2 vzhledem k mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x4 + y2 + z2 = 1}.
M = {(x , y , z) ∈ R3 : g(x , y , z) = 0} pro g(x , y , z) = x4 + y2 + z2 − 1.

Pro podmínku 1 spo£ítáme ∇g(x , y , z) = (4x3, 2y , 2z). Pro °e²ení
rovnice ∇g(x , y , z) = 0 musí platit x = y = z = 0, ale (0, 0, 0) 6∈ M.

Z podmínky 2 dostáváme soustavu (∇f (x , y , z) = (yz2, xz2, 2xyz))

yz2 = 4λx3,

xz2 = 2λy ,

2xyz = 2λz ,

x4 + y2 + z2 = 1.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 1
Po£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = xyz2 vzhledem k mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x4 + y2 + z2 = 1}.

Hledáme °e²ení soustavy

yz2 = 4λx3 → A,

xz2 = 2λy → B,

2xyz = 2λz → C ,

x4 + y2 + z2 = 1→ D.

Rádi bychom eliminovali λ, k tomu pot°ebujeme x , y , z 6= 0.

x = 0
A→ yz2 = 0 → y = 0

D→ z2 = 1 → z = 1
→ z = −1

→ z = 0
D→ y2 = 1 → y = 1

→ y = −1
y = 0

B→ xz2 = 0 → x = 0 → tady jsme byli

→ z = 0
D→ x4 = 1 → x = 1

→ x = −1.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 1
Po£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = xyz2 vzhledem k mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x4 + y2 + z2 = 1}.
Hledáme °e²ení soustavy
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xz2 = 2λy → B,

2xyz = 2λz → C ,

x4 + y2 + z2 = 1→ D.

Zbývá z 6= 0.

z = 0
A,B→ λ = 0

D→ x4 + y2 = 1 → y =
√
1− x4

→ y = −
√
1− x4

x = y = 0 → slepá uli£ka

Dostáváme tedy body

(0, 0,±1), (0,±1, 0), (±1, 0, 0), (x ,±
√

1− x2, 0).

Poznamenejme, ºe toto bylo v²e jen pro zajímavost.
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A,B→ λ = 0

D→ x4 + y2 = 1 → y =
√
1− x4

→ y = −
√
1− x4

x = y = 0 → slepá uli£ka

Dostáváme tedy body

(0, 0,±1), (0,±1, 0), (±1, 0, 0), (x ,±
√

1− x2, 0).

Poznamenejme, ºe toto bylo v²e jen pro zajímavost.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 1
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M = {(x , y , z) ∈ R3 : x4 + y2 + z2 = 1}.

Lokální extrémy f vzhledem k M mohou být pouze body

(0, 0,±1), (x ,±
√

1− x2, 0),

(
± 1

4
√
7
,±
√

2

7
,± 2√

7

)

Obvyklý argument: M uzavºená a omezená, globální extrémy jsou lokální.
A pak uº jen porovnáme hodnoty.

f (0, 0,±1) = f (x ,±
√

1− x2, 0) = 0,

f

(
1
4
√
7
,
√

2

7
,± 2√

7

)
= f

(
− 1

4
√
7
,−
√

2

7
,± 2√

7

)
> 0→ maximum

f

(
1
4
√
7
,−
√

2

7
,± 2√

7

)
= f

(
− 1

4
√
7
,
√

2

7
,± 2√

7

)
< 0→ minimum
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Lagrangeovy multiplikátory m = 2
Spo£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = 2x + z na mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, (x − 1)2 + y2 + z2 = 4}.

Mnoºina M je ve tvaru {(x , y , z) ∈ G : g(x , y , z) = h(x , y , z) = 0} pro
g(x , y , z) = x2 + y2 − 1, h(x , y , z) = (x − 1)2 + y2 + z2 − 4 a G = R3.

Podmínky na lokální extrémy f vzhledem k M:

1. vektory ∇g(a) a ∇h(a) jsou lineárn¥ závislé,

2. existují λ, κ ∈ R taková, ºe ∇f (a) = λ∇g(a) + κ∇h(a).

Podmínka 1: spo£ítáme

∇g(x , y , z) = (2x , 2y , 0),

∇h(x , y , z) = (2(x − 1), 2y , 2z).

Lineární závislost dává okamºit¥ z = y = 0. Potom platí

x2 = 1, (x − 1)2 = 4,

coº dává x = −1. Máme tedy první podez°elý bod (−1, 0, 0).
Obecn¥ bychom mohli °e²it rovnici ∇g(x , y , z)×∇h(x , y , z) = (0, 0, 0).
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→ x = 1
E→ z2 = 4

→ κ = −λ A,C→ 2λz = −λ→ λ = 0
C→ slepá uli£ka

→ z = − 1

2

D,E→ x = − 7

8
, y =

√
15

8
D,E→ x = − 7

8
, y = −

√
15

8
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Spo£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = 2x + z na mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, (x − 1)2 + y2 + z2 = 4}.

Ob¥ podmínky dohromady dávají body

(−1, 0, 0), (1, 0,−2), (1, 0, 2), (− 7

8
,
√
15

8
,− 1

2
), (− 7

8
,−
√
15

8
,− 1

2
).

Zbývá uº jen obvylký argument (mnoºina je uzav°ená omezená, globální
extrémy jsou lokální), a pak uº jen dosadíme a porovnáme hodnoty:

f (−1, 0, 0) = −2
f (1, 0,−2) = 0,

f (1, 0, 2) = 4→ maximum,

f ; (− 7

8
,
√
15

8
,− 1

2
) = − 9

4
→ minimum,

f ; (− 7

8
,−
√
15

8
,− 1

2
) = − 9

4
→ minimum.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 2

Spo£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = 2x + z na mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, (x − 1)2 + y2 + z2 ≤ 4}.

Mnoºinu rozd¥líme na £ty°i £ásti

M1 = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1, (x − 1)2 + y2 + z2 < 4},
M2 = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 < 1, (x − 1)2 + y2 + z2 = 4},
M3 = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, (x − 1)2 + y2 + z2 < 4},
M4 = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 = 1, (x − 1)2 + y2 + z2 = 4},

a vy²et°íme lokální extrémy f vzhledem k Mi , i = 1, 2, 3, 4.

M1 je otev°ená a tedy hledáme body (x , y , z) ∈ M1, kde ∇f (x , y , z) = 0.
Protoºe ∇f (x , y , z) = (2, 0, 1), ºádný takový bod neexistuje.
Ozna£íme op¥t

g(x , y , z) = x2 + y2 − 1, h(x , y , z) = (x − 1)2 + y2 + z2 − 4.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 2
Po£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = 2x + z na mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, (x − 1)2 + y2 + z2 ≤ 4}.

Zna£íme g(x , y , z) = x2 + y2 − 1, h(x , y , z) = (x − 1)2 + y2 + z2 − 4.

M2 si vyjád°íme ve tvaru

M2 = {(x , y , z) ∈ G : h(x , y , z) = 0}, G = {(x , y , z) ∈ R3 : g(x , y , z) < 0}.

Tedy m·ºeme pouºít Lagrangeovy multiplikátory.

Podmínka 1 dává ∇h(x , y , z) = 0, tj.

2(x − 1) = 0, 2y = 0, 2z = 0,

coº dává bod (1, 0, 0), ale g(1, 0, 0) = 0 a tedy (1, 0, 0) 6∈ G .

Podmínka 2 dává (pro (x , y , z) ∈ G ) soustavu

2 = 2λ(x − 1),

0 = 2λy ,

1 = 2λz ,

(x − 1)2 + y2 + z2 = 4.
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Podmínka 2 dává (pro (x , y , z) ∈ G ) soustavu

2 = 2λ(x − 1)→ A,

0 = 2λy → B,

1 = 2λz → C ,

(x − 1)2 + y2 + z2 = 4→ D.

Po eliminaci λ dostaneme z A a C y = 0 a 2z = x − 1 a D dává 5z2 = 4.
Dostáváme tedy body

(1+ 4√
5
, 0, 2√

5
), (1− 4√

5
, 0,− 2√

5
),

první z nich ale neleºí v G .
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M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, (x − 1)2 + y2 + z2 ≤ 4}.

Zna£íme g(x , y , z) = x2 + y2 − 1, h(x , y , z) = (x − 1)2 + y2 + z2 − 4.

M3 = {(x , y , z) ∈ H : g(x , y , z) = 0}, H = {(x , y , z) ∈ R3 : h(x , y , z) < 0}.

Tedy m·ºeme pouºít Lagrangeovy multiplikátory.

Podmínka 1 dává ∇g(x , y , z) = 0, tj.

2x = 0, 2y = 0,

coº dává body (0, 0, α), ale ºádný takový bod neleºí v M3.

Podmínka 2 dává (pro (x , y , z) ∈ H) soustavu

2 = 2λx ,

0 = 2λy ,

1 = 0,

x2 + y2 = 1,

Která ale (zjevn¥) nemá ºádné °e²ení.
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Lagrangeovy multiplikátory m = 2
Po£ítáme globální extrémy funkce f (x , y , z) = 2x + z na mnoºin¥
M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, (x − 1)2 + y2 + z2 ≤ 4}.

Postupn¥ jsme dostali podez°elé body

M1.M3 → nic,

M2 → (1− 4√
5
, 0,− 2√

5
),

M4 → (−1, 0, 0), (1, 0,−2), (1, 0, 2), (− 7

8
,±
√
15

8
,− 1

2
).

Obvyklý argument: M uzav°ená a omezená, f spojitá. Je-li a ∈ Mi bodem
globálního maxima/minima f vzhledem k M, potom je bodem lokálního
maxima/minima vzhledem k Mi . Pak uº jen porovnáme funk£ní hodnoty.

f (1− 4√
5
, 0,− 2√

5
) = 2− 2

√
5→ minimum

f (−1, 0, 0) = −2
f (1, 0,−2) = 0,

f (1, 0, 2) = 4→ maximum,

f (− 7

8
,±
√
15

8
,− 1

2
) = − 9

4
.
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Trocha geometrie
Nech´

M = {(x , y , z) ∈ R3 : x2 + y2 ≤ 1, (x − 1)2 + y2 + z2 ≤ 4}

a H je nadrovina v R3 daná p°edpisem

H = {(x , y , z) ∈ R3 : 2x + z = 0}.

Zajímá nás nejvzdálen¥j²í bod (p°ípadn¥ body) od H leºící v M. Protoºe
H = (2, 0, 1)⊥, platí, ºe chceme najít bod maxima funkce

(x , y , z) 7→ |(2, 0, 1) · (x , y , z)| = |2x + z |

pro (x , y , z) ∈ M

My jsme spo£ítali, ºe globální minimum funkce 2x + z vzhledem k M je v
bod¥ (1− 4√

5
, 0,− 2√

5
) (s hodnotou 2− 2

√
5) a globální maximum v

bod¥ (1, 0, 2) (s hodnotou 4). Protoºe |2− 2
√
5| < 4, je nejvzdálen¥j²ím

bodem k H v M bod (1, 0, 2).

Podobn¥ bychom postupovali nap°íklad p°i hledání kuºelu s nejv¥t²ím
objemem, jehoº podstava je n¥jaká pevn¥ zvolená mnoºina v H a vrchol
leºí v M.
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