Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnoziné M = {(x,y) € R? : x = 3 }.



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnoziné M = {(x,y) € R? : x = 3 }.

Mnozina M je pfimka parametrizovateln zobrazenim t +— (3.,t), t € R.

Polozime g(t) = f(, t). A vySetfime extrémy funkce g na R.



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnoziné M = {(x,y) € R? : x = 3 }.

Mnozina M je pfimka parametrizovateln zobrazenim t +— (3.,t), t € R.
Polozime g(t) = f(, t). A vySetfime extrémy funkce g na R.

Méme g(t) = s + 2+ 5 -3 -t =+ 2+ 3t.



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnoziné M = {(x,y) € R? : x = 3 }.

Mnozina M je pfimka parametrizovateln zobrazenim t +— (3.,t), t € R.
Polozime g(t) = f(, t). A vySetfime extrémy funkce g na R.
Mame g(t) =55 + 2+ 2 -3 -t =1+ 2+ It

1

Dale g'(t) =2t + % a jediny stacionarni bod je —¢.

Navic g”(t) =2 > 0 a funkce g je konvexni na R a tedy —% je bodem
lokélniho i globalniho minima.



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnoziné M = {(x,y) € R? : x = 3 }.

Mnozina M je pfimka parametrizovateln zobrazenim t +— (3.,t), t € R.
Polozime g(t) = f(, t). A vySetfime extrémy funkce g na R.
Mame g(t) =55 + 2+ 2 -3 -t =1+ 2+ It

1

Dale g'(t) =2t + % a jediny stacionarni bod je —¢.

Navic g”(t) =2 > 0 a funkce g je konvexni na R a tedy —% je bodem
lokélniho i globalniho minima.

Lokalni (ani globalni) maximum funkce g neexistuje (g je zaroven
neomezena shora).

Funkce f tedy ma vzhledem k M lokalni i globalni minimum v bodé
(3, —%) lokalni (ani globalni) maximum nema.



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnoziné M = {(x,y) € R? : x = 3 }.

Mnozina M je pfimka parametrizovateln zobrazenim t +— (3.,t), t € R.
Polozime g(t) = f(, t). A vySetfime extrémy funkce g na R.
Mame g(t) =55 + 2+ 2 -3 -t =1+ 2+ It

1

Dale g'(t) =2t + % a jediny stacionarni bod je —¢.

Navic g”(t) =2 > 0 a funkce g je konvexni na R a tedy —% je bodem
lokélniho i globalniho minima.

Lokalni (ani globalni) maximum funkce g neexistuje (g je zaroven
neomezena shora).

Funkce f tedy ma vzhledem k M lokalni i globalni minimum v bodé
(3, —%) lokalni (ani globalni) maximum nema.



Elementarni priklady
Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnozingé M = {(x,y) € R? : x2 + y? = 1}.



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globélni extrémy funkce f(x,y) = x% + y? + %xy
vzhledem k mnozingé M = {(x,y) € R? : x2 + y? = 1}.

Mnozina M je kruznice parametrizovatelna zobrazenim t — (cos t,sin t).

Polozime g(t) = f(cos t,sin t). A vySetfime extrémy funkce g na R.



Elementarni priklady
Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnozingé M = {(x,y) € R? : x2 + y? = 1}.

Mnozina M je kruznice parametrizovatelna zobrazenim t — (cos t,sin t).
Polozime g(t) = f(cos t,sin t). A vySetfime extrémy funkce g na R.

Mame g(t) = cos®t +sin’t + 2 costsint = 1 + & sin2t.
g 3 3



Elementarni priklady

Spocitame lokalni a globélni extrémy funkce f(x,y) = x% + y? + %xy
vzhledem k mnozingé M = {(x,y) € R? : x2 + y? = 1}.

Mnozina M je kruznice parametrizovatelna zobrazenim t — (cos t,sin t).
Polozime g(t) = f(cos t,sin t). A vySetfime extrémy funkce g na R.
Mame g(t) = cos? t +sin’ t + 2 cos tsint = 1+ % sin 2t.

To davé 7 + km, k € Z jako body lokalniho a globalniho maxima a
3%+ kn, k € Z jako body lokalniho a globalniho minima.



Elementarni priklady
Spocitame lokalni a globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 2xy
vzhledem k mnozingé M = {(x,y) € R? : x2 + y? = 1}.

Mnozina M je kruznice parametrizovatelna zobrazenim t — (cos t,sin t).
Polozime g(t) = f(cos t,sin t). A vySetfime extrémy funkce g na R.
Mame g(t) = cos? t +sin’ t + 2 cos tsint = 1+ % sin 2t.

To davé 7 + km, k € Z jako body lokalniho a globalniho maxima a
3%+ kn, k € Z jako body lokalniho a globalniho minima.

Funkce f tedy mé vzhledem k M lokalni i globalni minima v bodech
(350 ) = (eos(¥).sin(3F)). (=, ) =
(. —5) = (cos(),sin(), F( L —) =



Trocha teorie

Véta (o nabyvani globalnich extrémii)
Necht f je funkce definovand na mnoziné @ # M C R,
Predpokladejme, ze

> f je spojitda na M,

> M je uzavrend a omezena

Potom f nabyva globalniho minima i globdlniho maxima vzhledem k M.

Trivialni pozorovani

Necht f nabyva v bodé x globalniho minima/maxima (vzhledem k M),
potom f nabyva v bodé x lokalniho minima/maxima (vzhledem k M,
pfipadné vzhledem k jakékoliv M’ ¢ M, a € M').



Jak pozname uzavienou (a otevienou) mnozinu

Véta (charakterizace spojitych zobrazeni)

Necht P a X jsou metrické prostory a f : P — X zobrazeni, potom jsou
nasledejici tvrzeni ekvivalentni:

> f je spojité
» f~1(U) je oteviens pro kazdou U C X otrevienou

» f~1(K) je uzaviens pro kazdou K C X uzavrenou

Navic

> uzavrené intervaly jsou uzaviené podmnoziny R,

» otevrené intervaly jsou oteviené podmnoziny R.
Tedy napr.

M={(x,y) eR?: x* +y <1}
je uzavrend, protoze M = f~*((—o0, 1]) pro f(x,y) = x* +y,
podobné
{6,y) €R?:x* +y > 1} = FH([1,00)),

{(xy) eR?:x* +y =1} = F1({1})



Jak pozname uzavienou (a otevienou) mnozinu

Véta (charakterizace spojitych zobrazeni)

Necht P a X jsou metrické prostory a f : P — X zobrazeni, potom jsou
nasledejici tvrzeni ekvivalentni:

> f je spojité
» f~1(U) je oteviens pro kazdou U C X otrevienou

» f~1(K) je uzaviens pro kazdou K C X uzavrenou

Navic

> uzavrené intervaly jsou uzaviené podmnoziny R,

» otevrené intervaly jsou oteviené podmnoziny R.
Tedy napr.

M={(x,y) eR?: x* +y <1}
je otevfend, protoze M = f~1((—o0,1)) pro f(x,y) = x* +y,
podobné
{(x,y) ER?: x* +y > 1} = F}((1,00)).



Elementarni priklady

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y® + 5xy vzhledem k
mnozingé M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.



Elementarni priklady

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y® + 5xy vzhledem k
mnozingé M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.

Mnozinu M si rozdélime na sjednoceni mnozin
My ={(x,y) eR?, x* +y? <1, x<
My ={(x,y) eR? x* +y* <1, x=
Ms={(x.y) ER* x* +y* =1, x<

N= N= N
[N}



Elementarni priklady

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y® + 5xy vzhledem k
mnozingé M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.

Mnozinu M si rozdélime na sjednoceni mnozin

My ={(x,y) ER’ X +y’ <1, x<3
My ={(x,y) eR?, x> +y?> <1, x = %}
M; ={(x,y) eR?, x* +y?> =1, x < %}
Polozme G(x,y) =x?+y? —1a H(x,y) = x — 5. Potom vime, ze

» M je oteviend (M; = G~ 1((—00,0)) N H1((—o0,0))),

» M, je parametrizovatelnd zobrazenim t — (3,t), t € [—73, 1.

> Ms je parametrizovatelna zobrazenim t — (cost,sint), t € [F, 3F].
M je uzaviend (M = G~ 1(—00,0] N H71(—00,0]) a omezena.
> M= M UMUMs.

v



Elementarni priklady

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? + 2xy vzhledem k
mnoziné M = {(x,y) e R?, x> +y? <1, x < i}
Vime, ze
» M; je otevrena.
Je-li bod (x, y) bodem lokalniho extrému f vzhledem k My, potom
Vf(x,y) =(0,0), tj.
2X+%y:0, 2y+%X:0,

coz je, pravé kdyz x = y = 0. Zaroven (0,0) € M.



Elementarni priklady

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnoziné M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.
Vime, ze

» M, je parametrizovatelna pomoci ¥(t) = (3,t), t € [—?, g]



Elementarni priklady

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k

mnoziné M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.

Vime, ze

> M, je parametrizovatelna pomoci v(t) = (%,1), t € [- %3, 3],
Polozme g(t) = fo(t) = 1 + > + it.
Je-li bod (x, y) je bodem globélniho extrému f vzhledem k M,, potom

musi existuvat T, (x,y) =~(T), ze T je bodem globalniho extrému g

vzhledem k [—3, ¥3].



Elementarni priklady

s o . 222
Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y* + 5xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R?, x> +y> <1, x < 3}.
Vime, ze

> M, je parametrizovatelna pomoci ¥(t) = (3,t), t € [- 5, 23]
Polozme g(t) = fo(t) = 1 + > + it.
Je-li bod (x, y) je bodem globélniho extrému f vzhledem k M,, potom
musi existuvat T, (x y)=~(T), ze T je bodem globalniho extrému g
vzhledem k [—73, 51
Je-li T bodem globalniho (lokalniho) extrému g vzhledem k [—73, 1
potom plati jedna z moznosti

(a) T = i§ (krajni body jsou vzdy podezelé) — (3, :t?)
(b) Te (-4, L)ag(T)=0,cozdava T=—1 - (3, -1,
() Te (fi \/5) a g'(T) neexistuje — nic.



Elementarni priklady

Pocitame globéIni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozine M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.

Vime, Ze
w 5w

> Mjs je parametrizovatelnd pomoci {(t) = (cost,sint), t € [3, 5]



Elementarni priklady

Pocitame globéIni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozine M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.

Vime, Ze

» Mjs je parametrizovatelnd pomoci £(t) = (cost,sint), t € [Z, 2

3031
Polozme h(t) = f 0 £(t) = 1+ %sin2t.
Je-li bod (x, y) je bodem globélniho extrému f vzhledem k Ms, potom

(x,¥) =&(T), kde T je bodem globélniho extrému h vzhledem k [, 2F].



Elementarni priklady

Pocitame globéIni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozine M = {(x,y) € R?, x* +y* <1, x < 3}.
Vime, Ze

> M; je parametrizovatelna pomoci §(t) = (cost,sint), t € [5, 3]

Polozme h(t) = f 0 £(t) = 1+ %sin2t.
Je-li bod (x, y) je bodem globélniho extrému f vzhledem k Ms, potom

T 5w

(x,y) =&(T), kde T je bodem globélniho extrému h vzhledem k [7, 3F].

Je-li T bodem globalniho (lokalniho) extrému h vzhledem k [, 3],
potom plati jedna z moznosti
(a) T =%,5F (krajni body jsou vzdy podezrelé) — (3, iﬁ),

371' 57r 1
(b) T e Yah'(T)=0,cozdava T ==L — (- ﬁ’iﬁ)'

(c) Te

w‘:‘ w‘g' ""

jus
3
s
3

—~ o~

>T) a h'(T) neexistuje — nic.



Elementarni priklady

Pocitame globélni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R?, x> +y? <1, x < i}
Vime, ze

» M je uzaviena a omezena.

> M:MluMQUM3.



Elementarni priklady

Pocitame globélni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R?, x> +y? <1, x < i}

Vime, ze
» M je uzaviena a omezena.
> M:MluMQUM3.

Je-li (x,y) bodem globalniho extrému f vzhledem k M, potom plati
jedna z nasledujicich moznosti

(A) (x,y) je bodem lokalniho (globalniho) extrému f vzhledem k M;,
coz dava bod (0,0)

(B) (x,y) je bodem lokalniho (globalniho) extrému f vzhledem k Ms,
coz dava body (3,+%3) a (4,-1),

(C) (x,y) je bodem lokalniho (globalniho) extrému f vzhledem k Ms,

coz dava body (3,+%3) a ( +-1)

1
V2 TV2



Elementarni priklady

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x + y2 + %Xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R?, x> +y? <1, x < i}
Vime, ze
» M je uzaviena a omezena.
> M= M UM, U Ms.
Je-li (x,y) bodem globalniho extrému f vzhledem k M, potom plati
jedna z nasledujicich moznosti
(A) (x,y) je bodem lokalniho (globalniho) extrému f vzhledem k M;,
coz dava bod (0,0)
(B) (x,y) je bodem lokalniho (globalniho) extrému f vzhledem k Ms,
coz dava body (3,+%3) a (4,-1),
(C) (x,y) je bodem lokalniho (globalniho) extrému f vzhledem k Ms,
coz dava body (1,+%3) a (—%,i%)
Navic, f nabyva na M globalniho minima i globalniho maxima.



Elementarni priklady

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? + 2xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R?, x> +y? <1, x < i}

Vime, ze f nabyva na M globalniho minima i globalniho maxima a ze to
musi byt v jednom z bodu

(0,0), (%7§)’ (%’_é)’ ( ’_%)'

Sl

)

)7 (_%a %)’ (_

=
D=



Elementarni priklady

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? + 2xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R?, x> +y? <1, x < i}

Vime, ze f nabyva na M globalniho minima i globalniho maxima a ze to
musi byt v jednom z bodu

1 3y (1 3 11 11 1 1
(070)a (57 2 )’ (E’_T)’ (57_6)’ (_ﬁ’%)’ (_ﬁ’_ﬁ).
Mame
f(o’()) =0 — minimum,
(GF) =1 +1+ 5,
fG-¥)=i+i-am
f(3-8)=%i+% 1
fodp ) =1+1-1
,r(_i27 _%) =1+1+1— maximum.
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Elementarni priklady
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Kdyz nemame parametrizaci

Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

Necht m,;d € N, m < d, G C RY otevrens, f,gi,...,8m: G — R,
f,gi,---,8n € C1(G). Polozme

M={xeG:gi(x)="--=gm(x) =0}

Necht f ma v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. vektory Vgi(a),...,Vam(a) jsou linearné zavislé,
2. existuji A1, ..., A\m € R takova, ze Vf(a) = >.1", \iVgi(a).



Kdyz nemame parametrizaci

Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

Necht m,;d € N, m < d, G C RY otevrens, f,gi,...,8m: G — R,
f,gi,---,8n € C1(G). Polozme

M={xeG:gi(x)="--=gm(x) =0}

Necht f ma v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. vektory Vgi(a),...,Vam(a) jsou linearné zavislé,

2. existuji A1, ..., A\m € R takova, ze Vf(a) = >.1", \iVgi(a).

» Podminka 1. udava body, kde nejsme schopni nalézt lokalni
parametrizaci pomoci véty o implicitni funkci.

» Podminka 2. odpovida rovnicim, které dostaneme pomoci
parametrizace podle véty o implicitni funkci (ale ma i snadny
geometricky vyznam).



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

G C R? otevrens, f,g € C1(G). Necht M = {(x,y) € G : g(x,y) = 0}
a f ma v bodé (a1, ay) € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(a1,a2) = (0,0),
2. existuje A € R, Ze Vf(a1, a2) = AVg(ay, a2).



Lagrangeovy multiplikatory m =1

T M<§ &9 9en=0}
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Lagrangeovy multiplikatory m =1
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Lagrangeovy multiplikatory m =1

T M<§ &9 9en=0}
" J




Lagrangeovy multiplikatory m =1
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Lagrangeovy multiplikatory m =1

Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)
G C R? oteviens, f,g € C(G). Necht M = {(x,y) € G : g(x,y) =0}
af md v bodé (a1, a2) € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(a1,a) = (0,0),

2. existuje A € R, Ze Vf(a1, a2) = AVg(ay, az).



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

G C R? oteviens, f,g € C(G). Necht M = {(x,y) € G : g(x,y) =0}
af md v bodé (a1, a2) € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(a1,a2) =(0,0),
2. existuje A € R, Ze Vf(a1, a2) = AVg(ay, az).

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y* + Sxy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

G C R? otevrens, f,g € C1(G). Necht M = {(x,y) € G : g(x,y) = 0}
af md v bodé (a1, a2) € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(a1,a2) =(0,0),
2. existuje A € R, Ze Vf(a1, a2) = AVg(ay, az).

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y* + Sxy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.

Je M = {(X,y) e G: g(X7y) :0} pro g(X,y) :X2 +y2 -1, G :Rz’

a mame Vg(x,y) = (2x,2y). Podminka 1 tedy neni splnéna v zadném
bodé, protoze Vg(x,y) = (0,0) jen pro (x,y) = (0,0), ale (0,0) ¢ M.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

G C R? otevrens, f,g € C1(G). Necht M = {(x,y) € G : g(x,y) = 0}
af md v bodé (a1, a2) € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati
alespon jedna z nasledujicich podminek:

1. Vg(a1,a2) =(0,0),
2. existuje A € R, Ze Vf(a1, a2) = AVg(ay, az).

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x* + y* + Sxy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.

Je M = {(X,y) e G: g(X7y) :0} pro g(X,y) :X2 +y2 -1, G :Rz’

a mame Vg(x,y) = (2x,2y). Podminka 1 tedy neni splnéna v zadném
bodé, protoze Vg(x,y) = (0,0) jen pro (x,y) = (0,0), ale (0,0) ¢ M.

Rovnice z podminky 2 m4 tvar (Vf(x,y) = (2x + 3y, 2y + 2x))
2x + %y = 2)x,
2y + 5x = 2)\y.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitame globéIni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.

Hledame (x,y) € M a X € R splnaujici nasledujici rovnice
2x + %y = 2)x,
2y + %x =2\y,
x4+ y?=1.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitame globéIni extrémy funkce f(x,y) = x> + y? + 3xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.

Hledame (x,y) € M a X € R splnaujici nasledujici rovnice

2x + %y = 2)x,
2y + %x =2\y,
x4+ y?=1.

Predné si vSimneme, ze x # 0 a y # 0. Z prvnich dvou rovnic tedy
mizeme vyjadrit A\, dostavame

1+32=XA=A

1+ %§ =A— B,

2 +y?=1-C.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x + y2 + %xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x2 + y2 = 1}.
Hledame (x,y) € M a X € R splaujici nasledujici rovnice
1+12=X=A
1+3X=X1—=B,
x> +y*=1-C.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x + y2 + %Xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x2 + y2 = 1}.
Hledame (x,y) € M a X € R splaujici nasledujici rovnice
1+12=X=A
1 + z2=XA— B,
x? +y =1—-C.

x_ ¥ 2 _ 2 & 52 -1, _ 1
AB—>ny—>Xfy - 2x=1— xfl\/i,y \/%
SaIwTe

—)Xzfl—yyzjg

- X =——=, ——=



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x + y2 + %Xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x2 + y2 = 1}.

Hledame (x,y) € M a X € R splaujici nasledujici rovnice



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? + 2xy vzhledem k
mnoziné M = {(x,y) € R? : x> + y? = 1}.

Mozné body lokalniho extrému f vzhledem k M jsou

1 1 1 1 1 1 1 1
(ﬁ77)> (ﬁ’_ﬁ% (_72’72)’ (_ﬁv_ﬁ)'



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? + 2xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.
Mozné body lokalniho extrému f vzhledem k M jsou

1 1 1 1 1 1 1 1
(\/57 2)7 (\/E’ \/5)7 ( 2’ 2)’ ( \/57 \/5)
Obekly argun ent:

» M uzaviena (M = g~1({0})) a omezen4, f spojita vzhledem k M a
tedy f nabyva globalniho maxima/minima vzhledem k M,

» body globalniho extrému musi byt i body lokalniho extrému.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y) = x? + y? + 2xy vzhledem k
mnozing M = {(x,y) € R? : x> + y?> = 1}.
Mozné body lokalniho extrému f vzhledem k M jsou

1 1 1 1 1 1 1 1
(\/57 2)7 (\/E’ \/5)7 ( 2’ 2)’ ( \/57 \/5)
Obekly argu nent:

» M uzaviena (M = g~1({0})) a omezen4, f spojita vzhledem k M a
tedy f nabyva globalniho maxima/minima vzhledem k M,

» body globalniho extrému musi byt i body lokalniho extrému.

Pro urceni bodii globalniho maxima a minima jen porovname hodnoty

f(iw%): % — maximum,
f(%’ _%) = % — minimum,
f(*%’ %) =2 — minimum,
f(—J5—5) =3 — maximum.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Podobné pro globalni extrémy funkce f(x, y) = x> + y? 4+ 2xy vzhledem
k mnozine M = {(x,y) €R? : x> + y?> =1, x < %}

Mnozinu si rozdélime na dvé ¢asti
My ={(x,y) eR*: x* +y* =1, x =1},
My ={(x,y) ER*: x> +y* =1, x < 3}



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Podobné pro globalni extrémy funkce f(x, y) = x> + y? 4+ 2xy vzhledem
k mnozine M = {(x,y) e R*: x> + y? =1, x < 1}.
MnozZinu si rozdélime na dvé Casti
My ={(x,y) eER*: x*+y* =1, x =1},
My ={(x,y) ER*: x> +y* =1, x < 3}

Mnozina M; je dvoubodova a oba body si nechame jako kandidaty na

globalni extrem. Jde o body (%, 2) a (1, —%).



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Podobné pro globalni extrémy funkce f(x, y) = x> + y? 4+ 2xy vzhledem
k mnozine M = {(x,y) e R*: x> + y? =1, x < 1}.
MnozZinu si rozdélime na dvé Casti
My ={(x,y) eER*: x*+y* =1, x =1},
My ={(x,y) ER*: x> +y* =1, x < 3}

Mnozina M; je dvoubodova a oba body si nechame jako kandidaty na
globalni extrem. Jde o body (%, 2) a (1, —%).

27 2 27 2

Mnozinu M, si vyjadfime ve tvaru vhodném pro Lagrangeovy
multiplikatory

My, ={(x,y) € G:x*+y*—1=0}, kde G={(x,y)eR*:x<1}.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Podobné pro globalni extrémy funkce f(x, y) = x> + y? 4+ 2xy vzhledem
k mnozine M = {(x,y) e R*: x> + y? =1, x < 1}.
MnozZinu si rozdélime na dvé Casti
My ={(x,y) eER*: x*+y* =1, x =1},
My ={(x,y) ER*: x> +y* =1, x < 3}

Mnozina M; je dvoubodova a oba body si nechame jako kandidaty na

globalni extrem. Jde o body (%, 2) a (1, —%).

Mnozinu M, si vyjadfime ve tvaru vhodném pro Lagrangeovy
multiplikatory
My, ={(x,y) € G:x*+y*—1=0}, kde G={(x,y)eR*:x<1}.

Dale postupujeme stejné jako v predchozim prikladu, jen s tim, ze body

hledame jen v mnoziné G. Dostaneme body (— 5, 75) a (=75, —75)-

Pouzijeme obvykly argument (omezena, uzavrend, globalni — lokalni).
A pak uz jen staci porovnat funkéni hodnoty.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)

G C RY otevrens, f,g € C1(G). Necht M = {x € G : g(x) =0} a f ma
v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati alespon jedna z
nasledujicich podminek:

1. Vg(a) =0,
2. existuje A € R, Ze Vf(a) = AVg(a).



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)
G C R? otevrens, f,g € C}(G). Necht M = {x € G : g(x) =0} a f ma
v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati alespon jedna z
nasledujicich podminek:
1. Vg(a) =0,
2. existuje A € R, Ze Vf(a) = AVg(a).

Spocitdme globalni extrémy funkce f(x,y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1}



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)
G C R? otevrens, f,g € C}(G). Necht M = {x € G : g(x) =0} a f ma

v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati alespon jedna z
nasledujicich podminek:

1. Vg(a) =0,
2. existuje A € R, Ze Vf(a) = AVg(a).

Spocitdme globalni extrémy funkce f(x,y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M={(x,y,z) eR3: x* + y2 + 22 = 1}.

M= {(x,y,z) € R®: g(x,y,z) =0} pro g(x,y,z) = x* +y? + 2 — 1.
Pro podminku 1 spocitdme Vg(x,y, z) = (4x3,2y,2z). Pro FeSeni
rovnice Vg(x, y,z) =0 musi platit x =y =z =0, ale (0,0,0) & M.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Véta (o Lagrangeovych multiplikatorech)
G C R? otevrens, f,g € C}(G). Necht M = {x € G : g(x) =0} a f ma
v bodé a € M lokalni extrém vzhledem k M, potom plati alespon jedna z
nasledujicich podminek:
1. Vg(a) =0,
2. existuje A € R, Ze Vf(a) = AVg(a).

Spocitdme globalni extrémy funkce f(x,y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M={(x,y,z) eR3: x* + y2 + 22 = 1}.

M= {(x,y,z) € R®: g(x,y,z) =0} pro g(x,y,z) = x* +y? + 2 — 1.
Pro podminku 1 spocitdme Vg(x,y, z) = (4x3,2y,2z). Pro FeSeni
rovnice Vg(x, y,z) =0 musi platit x =y =z =0, ale (0,0,0) & M.

Z podminky 2 dostavame soustavu (Vf(x,y, z) = (yz?, xz2, 2xyz))

yz? = 43,
xz? = 2)\y,
2xyz = 2z,

Xt yP 422 =1



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hledame FeSeni soustavy
yz? = 4)x% — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz =2Xz — C,
*+y?+22=1-D.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hledame FeSeni soustavy
yz? = 4)x% — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz =2Xz — C,
x4y 4+22=1-D.

Radi bychom eliminovali A, k tomu potrebujeme x, y, z # 0.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hledame FeSeni soustavy
yz? = 4)x% — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz =2Xz — C,
x4y 4+22=1-D.
Radi bychom eliminovali A, k tomu potrebujeme x, y, z # 0.

D

x=0 4 yz2=0 — y=0 = 2=1 - z=1
- z=-1
—~ z=0 3 y?=1 - y=1
—- y=-1
y=0 B x22=0 — x=0 — tady jsme byli
— LY xt=1

Ll
X
|



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy
yz? = 4)x3 — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz = 2Xz — C,
x*+y*+22=1-D.
Zbyva z # 0.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy
yz? = 4)x3 — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz = 2Xz — C,
x*+y*+22=1-D.

Zbyva z # 0.
_qg A8 _ D4, 2_ _ 7
z=0 =& A=0 - x"+y =1 —- y=+v1-x
— y=—v1-—x*

x=y=0 — slepa ulicka



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy
yz? = 4)x3 — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz = 2Xz — C,
x*+y*+22=1-D.

Zbyva z # 0.
. AB _ D 4, o2 _ T
z=0 =& A=0 = x4y =1 —- y=+v1-x
— y=—v1-—x*

x=y=0 — slepa ulicka

Dostavame tedy body

(0,0,+£1), (0,£1,0), (£1,0,0), (x,£v1—x2,0).



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy
yz? = 4)x3 — A,
xz2 =2\y — B,
2xyz = 2Xz — C,
x*+y*+22=1-D.

Zbyva z # 0.
. AB _ D 4, o2 _ T
z=0 =& A=0 = x4y =1 —- y=+v1-x
— y=—v1-—x*

x=y=0 — slepa ulicka
Dostavame tedy body
(0,0,+1), (0,+1,0), (+1,0,0), (x,£v1—x2,0).

Poznamenejme, ze toto bylo vse jen pro zajimavost.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M={(x,y,z) e R®: x* + y2 + 22 = 1}.

Hleddme resSeni soustavy
yz? = 4)x® — A,
xz?> =2\y — B,
2xyz =2Xz — C,
4 2., .2 _
X" +y " +z°=1—-D.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M={(x,y,z) e R®: x* + y2 + 22 = 1}.

Hleddme resSeni soustavy
yz? = 4)x® — A,
xz?> =2\y — B,
2xyz =2Xz — C,
4 2., .2 _
X" +y " +z°=1—-D.
Pokud x # 0, y # 0, z # 0, potom

2

yz
— =2\ E
2x3 ’
xz?

=2\ — F,
y
2xy =2\ — G,

x*+y?+22=1-D.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy

yz

=2\— E
2x3 ’
xz?

=2\ — F,
y
2xy =2\ — G,

4y 4+22=1-D.



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy

yz?

=2\— E
2x3 ’
xz?

=2\ — F,
y
2xy =2\ — G,

4y 4+22=1-D.

2 X22

E.F,.G — el = oy o 2=t 2 =at Bt =
2x3 y



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitame globalni extrémy funkce f(x,y, z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Hleddme FeSeni soustavy

yz?

=2\— E
2x3 ’
xz?

=2\ — F,
y
2xy =2\ — G,

4y 4+22=1-D.

2 X22

E.F,.G — el T VI G V- I, P Sy PV e G N |
2x3 y

e . 1 2 2
To nam dava celkem osm bodii tvaru (j:.,—wi\ﬂ, j:77) )



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Lokalni extrémy f vzhledem k M mohou byt pouze body

1 2 2
(0,0, 1), (x,+v/1— x2,0), (i S+ 7j:\ﬁ>



Lagrangeovy multiplikatory m =1

Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},

Lokalni extrémy f vzhledem k M mohou byt pouze body
(0,0,+£1), (x,4+v/1— x2,0), (i}ﬁ,i 3,1\%)

Obvykly argument: M uzavzend a omezena, globalni extrémy jsou lokalni.
A pak uz jen porovndme hodnoty.



Lagrangeovy multiplikatory m =1
Pocitdme globélni extrémy funkce f(x, y,z) = xyz? vzhledem k mnoziné
M= {(x,y,z) € R®: x* +y2 + 22 =1},
Lokalni extrémy f vzhledem k M mohou byt pouze body

/1= x2 1 2 42
(0,0,£1), (x,£v1—x2,0), (:I: , £ 7,:I:\ﬁ>

Obvykly argument: M uzavzend a omezena, globalni extrémy jsou lokalni.
A pak uz jen porovndme hodnoty.

£(0,0,%1) = f(x,+v/1— x2,0) = 0,
1 [2 42 2 42 :
f ({‘ﬁ’\/; f) f <_77_\ﬂ’iﬁ) > 0 — maximum
\2ﬁ> =f (—{%, \/g,i\%) < 0 — minimum



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,2) ER3: 2 +y2 =1, (x— 17 +y + 2 = 4},

Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
gy, z2)=x>+y?> -1, h(x,y,z2) =(x—1)2+y?2+ 2> —4a G =R



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,2) ER3: 2 +y2 =1, (x— 17 +y + 2 = 4},

Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
gy, z2)=x>+y?> -1, h(x,y,z2) =(x—1)2+y?2+ 2> —4a G =R
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = A\Vg(a) + kVh(a).



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,2) ER3: 2 +y2 =1, (x— 17 +y + 2 = 4},

Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
gy, z2)=x>+y?> -1, h(x,y,z2) =(x—1)2+y?2+ 2> —4a G =R
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = A\Vg(a) + kVh(a).

Podminka 1: spocitdme

Vg(x,y,z) = (2x,2y,0),
Vh(vaaz) = (2(X - 1),2)/,22)



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,2) ER3: 2 +y2 =1, (x— 17 +y + 2 = 4},

Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
g(x.y,2) =X+ y2 —1, h(x,y,2) = (x— 1) +y? + 22 —4a G = B,
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,
2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = A\Vg(a) + kVh(a).

Podminka 1: spocitdme

Ve(x,y,z) = (2x,2y,0),
Vh(vaa Z) = (2(X - 1)3 2y7 22)
Linearni zavislost dava okamzité z = y = 0. Potom plati
x> =1

, (x—=1)2%=4,

coz davad x = —1. Mame tedy prvni podeziely bod (—1,0,0).



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,2) ER3: 2 +y2 =1, (x— 17 +y + 2 = 4},
Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
gx.y.2) =x2+y? —1, h(x,y,2) = (x— 1 +y> + 22 —4a G = B3,
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = A\Vg(a) + kVh(a).

Podminka 1: spocitdme

Ve(x,y,z) = (2x,2y,0),
Vh(vaa Z) = (2(X - 1)3 2y7 22)
Linearni zavislost dava okamzité z = y = 0. Potom plati
x> =1

, (x—=1)2%=4,

coz davad x = —1. Mame tedy prvni podeziely bod (—1,0,0).
Obecné bychom mohli fesit rovnici Vg(x,y, z) x Vh(x,y, z) = (0,0,0).



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z2) eER3: x>+ y2 =1, (x —1)> + y* + z° = 4}.

Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
g(x,y,2) =x>+y* =1, h(x,y,2) = (x =1 +y* + 2 —4a G =R’
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = AVg(a) + kVh(a).



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) ER®: x2 4+ y2 =1, (x —1)2 + y? + 22 = 4}.
Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
g(x,y,2) =x>+y* =1, h(x,y,2) = (x =1 +y* + 2 —4a G =R’
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = AVg(a) + kVh(a).

Podminka 2 dava rovnice (Vf(x,y,z) =(2,0,1))

2 =2 x+2k(x—1),

0 =2\y + 2xry,
1=2kz,
X2yt =1,

(x =12 +y* +22 =4



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) ER®: x2 4+ y2 =1, (x —1)2 + y? + 22 = 4}.
Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
g(x,y,2) =x>+y* =1, h(x,y,2) = (x =1 +y* + 2 —4a G =R’
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = AVg(a) + kVh(a).

Podminka 2 dava rovnice (Vf(x,y,z) =(2,0,1))

2 =2 x+2k(x—1),

0 =2\y + 2xry,
1 =2kz,
X2y =1,

X2 —2x+1+y> + 22 =4,



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) ER®: x2 4+ y2 =1, (x —1)2 + y? + 22 = 4}.
Mnozina M je ve tvaru {(x,y,z) € G : g(x,y,z) = h(x,y,z) = 0} pro
g(x,y,2) =x>+y* =1, h(x,y,2) = (x =1 +y* + 2 —4a G =R’
Podminky na lokalni extrémy f vzhledem k M:

1. vektory Vg(a) a Vh(a) jsou linearné zavisle,

2. existuji A,k € R takova, ze Vf(a) = AVg(a) + kVh(a).

Podminka 2 dava rovnice (Vf(x,y,z) =(2,0,1))

2 =2 x+2kr(x—1),

0 =2\y + 2ry,
1 =2kz,
X2yt =1,

—2x+ 2> =2.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 =1, (x —1)2 + y? + 2?2 = 4}.
Podminka 2 dava rovnice (Vf(x,y,z) = (2,0,1))

2=2Xx+2k(x—1) = A,
0=2\y +2ky — B,
1=2kz— C,
x2+y?=1-D,
-2x+22=2— E.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 =1, (x —1)2 + y? + 2?2 = 4}.
Podminka 2 dava rovnice (Vf(x,y,z) = (2,0,1))

2=2Xx+2k(x—1) = A,
0=2\y +2ky — B,
1=2kz— C,
x2+y?=1-D,
-2x+22=2— E.

Boy(k+A)=0— y=0 B =1 5x=-1%

= slepa ulicka
E
- x=1 = 2 =4
A,C C s
SK==-AD2z=-A— A=0 = slepa ulicka
__1bE 7 _ V15
TZE T XTI Y T g
D.E



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M= {(X7y7z) ER3: x? +y2 =1, (X— 1)2 —|—y2 +z2 :4}

Podminka 2:
D, C,E s
Boy(k+A)=0— y=0 =3 x*=1 —-x=-123% slepa ulicka
E 2
- x=1 = zc=4
A,C C S
S Kh==-A22z=-A— A=0 — slepa ulicka
sz=—3% x=-Ly=5
D.E



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M= {(X7y7z) ER3: x? +y2 =1, (X— 1)2 —|—_y2 +z2 :4}

Podminka 2:
D, C,E s
Boy(k+A)=0— y=0 =3 x*=1 —-x=-123% slepa ulicka
E 2
- x=1 = z-=4
A,C C S
S Kh==-A22z=-A— A=0 — slepa ulicka
sz=—3% x=-Ly=5
D.E
S x=—gy=-%"

Dostavame tedy body

(1707_2)a (17072)7 (_%7@7_ )7 (_



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) eR3: x2+y2 =1, (x —1)2 4+ y2 + 22 = 4}.

Obé podminky dohromady davaji body

(~1,0,0), (1,0,-2), (1,0,2), (—&, Y25, ~1), (-1, vI5



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) eR¥: x>+ y? =1, (x — 1)> + y? + 2> = 4}.
Obé podminky dohromady davaji body

(_17070)a (1a0»_2)7 (170’2)7 (_%7@7_%)7 (_

_vis _
8 8

@[~

).

Zbyva uz jen obvylky argument (mnozina je uzaviend omezend, globalni
extrémy jsou lokalni), a pak uz jen dosadime a porovname hodnoty:

N|=

)

f(~1,0,0) = —2
f(1,0,—2) =0,
f(1,0,2) = 4 — maximum,
fi (-1, %’ —%) = —% — minimum,
fi(—%,—¥%2,—3) = —2 — minimum.
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Lagrangeovy multiplikatory m = 2
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Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni extrémy funkce f(x,y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) eR®: x2 4+ y2 <1, (x —1)2 +y? + 22 < 4}.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni eXtrémy funkce f(x,y, z) = 2x + z na mnoziné&
M=A{(xy,2) eR?:x®+y2 <1, (x —1)* +y* 4 22 <4},

Mnozinu rozdélime na Ctyri Casti

My ={(x,y,z) e R} : x> +y? <1, (x = 1) + y? + 2* < 4},
My ={(x,y,z) eR3:x® +y* <1, (x = 1)+ y? + 22 = 4},
My ={(x,y,2) €ER®: x* +y* =1, (x = 1)* + y* + 22 < 4},
My ={(x,y,2) eR3: x> +y* =1, (x —1)> + y? + 2> = 4},

a vySetfime lokalni extrémy f vzhledem k M;, i =1,2,3,4.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni eXtrémy funkce f(x,y, z) = 2x + z na mnoziné&
M=A{(xy,2) eR?:x®+y2 <1, (x —1)* +y* 4 22 <4},

Mnozinu rozdélime na Ctyri Casti

My ={(x,y,2) €R®:x* +y* <1, (x =1 + y> + 2° < 4},

My ={(x,y,z) €ER*:x* +y* <1, (x = 1)* + y* + 2> = 4},

Ms = {(x,y,2) eR3: x* +y? =1, (x —1)* + y? + 2% < 4},

My ={(x,y,2) e R¥: x> +y? =1, (x = 1) + y? + 2° = 4},
a vySetfime lokalni extrémy f vzhledem k M;, i =1,2,3,4.

M je oteviena a tedy hledame body (x, y,z) € My, kde Vf(x,y,z) = 0.
Protoze Vf(x,y,z) = (2,0,1), zadny takovy bod neexistuje.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2

Spocitame globalni eXtrémy funkce f(x,y, z) = 2x + z na mnoziné&
M=A{(xy,2) eR?:x®+y2 <1, (x —1)* +y* 4 22 <4},

Mnozinu rozdélime na Ctyri Casti

My ={(x,y,2) €R®:x* +y* <1, (x =1 + y> + 2° < 4},

My ={(x,y,z) €ER*:x* +y* <1, (x = 1)* + y* + 2> = 4},

Ms = {(x,y,2) eR3: x* +y? =1, (x —1)* + y? + 2% < 4},

My ={(x,y,2) e R¥: x> +y? =1, (x = 1) + y? + 2° = 4},
a vySetfime lokalni extrémy f vzhledem k M;, i =1,2,3,4.

M je oteviena a tedy hledame body (x, y,z) € My, kde Vf(x,y,z) = 0.
Protoze Vf(x,y,z) = (2,0,1), zadny takovy bod neexistuje.
Oznacime opét

g(xy,2)=x"+y* =1, h(xy,2)=(x =12 +y*+2° -4



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M= {(x.y.2) ER® 1 x? +y? <1, (x 17 +y? 1 22 < 4},
Znacime g(x,y,z) = x>+ y?> -1, h(x,y,z) = (x —1)?> +y?> + 22 — 4.
M, si vyjadiime ve tvaru
My ={(x,y,2) € G: h(x,y,z) =0}, G ={(x,y.2) €R’: g(x,y,2) <O}

Tedy mazeme pouzit Lagrangeovy multiplikatory.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x>+ y?> -1, h(x,y,z) = (x —1)?> +y?> + 22 — 4.
M, si vyjadiime ve tvaru
M, ={(x,y,z) € G: h(x,y,z) =0}, G=1{(x,y,2z) € R®: g(x,y,z) <0}.
Tedy mazeme pouzit Lagrangeovy multiplikatory.
Podminka 1 dava Vh(x,y,z) =0, tj.
2>x—1)=0, 2y=0, 2z=0,
coz dava bod (1,0,0), ale g(1,0,0) =0 a tedy (1,0,0) £ G.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x>+ y?> -1, h(x,y,z) = (x —1)?> +y?> + 22 — 4.
M, si vyjadiime ve tvaru
M, = {(x,y,2z) € G : h(x,y,z) =0}, G ={(x,y,z) € R®: g(x,y,z) <0}
Tedy mazeme pouzit Lagrangeovy multiplikatory.
Podminka 1 dava Vh(x,y,z) =0, tj.
2>x—1)=0, 2y=0, 2z=0,
coz dava bod (1,0,0), ale g(1,0,0) =0 a tedy (1,0,0) € G.
Podminka 2 dava (pro (x,y, z) € G) soustavu

2=2\(x—-1),
0 =2y,
1=2)\z,

(x =12 +y*+22 =4



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y, z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) ER3: x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 22 < 4}.
Znacime g(x,y,z) = x> +y?> =1, h(x,y,z) = (x —1)> +y? + 22 — 4.
My ={(x,y,2) € G: h(x,y,2) =0}, G ={(x,y.2) €R’:g(x,y,2) <O}
Podminka 2 dava (pro (x, y,z) € G) soustavu

2=2X\(x—1) = A,

0=2\y — B,

1=2\z = C,
(x—1)2+y*+22=4—D.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y, z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) eR3: x>+ y2 <1, (x —1)2 +y? + 22 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x> +y?> =1, h(x,y,z) = (x —1)> +y? + 22 — 4.
Mo ={(x,y,2) € G: h(x,y,2) =0}, G ={(x,y,2) € R®: g(x,y,2) < 0}.
Podminka 2 dava (pro (x, y,z) € G) soustavu

2=2X\(x—1) = A,

0=2\y — B,

1=2\z = C,
(x—1)2+y*+22=4—D.

Po eliminaci A dostanemez Aa Cy =0a2z=x—1a D dava 5z°> = 4.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y, z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) eR3: x>+ y2 <1, (x —1)2 +y? + 22 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x> +y?> =1, h(x,y,z) = (x —1)> +y? + 22 — 4.
Mo ={(x,y,2) € G: h(x,y,2) =0}, G ={(x,y,2) € R®: g(x,y,2) < 0}.
Podminka 2 dava (pro (x, y,z) € G) soustavu

2=2X\(x—1) = A,

0=2\y — B,

1=2\z = C,
(x—1)2+y*+22=4—D.

Po eliminaci A dostanemez Aa Cy =0a2z=x—1a D dava 5z°> = 4.
Dostavame tedy body

4 2 4 2
(1 + ﬁ707%)5 (1 - ﬁaoa_ﬁL

prvni z nich ale nelezi v G.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x> +y?> =1, h(x,y,z) = (x —1)> +y? + 22 — 4.
Ms ={(x,y.z) € H: g(x,y,2) =0}, H={(x,y,2) €R®: h(x.y,z) <0}.

Tedy miizeme pouzit Lagrangeovy multiplikatory.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x> +y?> =1, h(x,y,z) = (x —1)> +y? + 22 — 4.
Ms = {(x,y,z) € H:g(x,y,z) =0}, H={(x,y,z) € R®: h(x,y,z) <0}
Tedy miizeme pouzit Lagrangeovy multiplikatory.
Podminka 1 dava Vg(x,y,z) =0, tj.
2x =0, 2y =0,

coz dava body (0,0, a), ale zadny takovy bod nelezi v Ms.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Znacime g(x,y,z) = x> +y?> =1, h(x,y,z) = (x —1)> +y? + 22 — 4.
Ms = {(x,y,z) € H:g(x,y,z) =0}, H={(x,y,z) € R®: h(x,y,z) <0}
Tedy miizeme pouzit Lagrangeovy multiplikatory.
Podminka 1 dava Vg(x,y,z) =0, tj.
2x =0, 2y =0,
coz dava body (0,0, a), ale zadny takovy bod nelezi v Ms.
Podminka 2 dava (pro (x,y, z) € H) soustavu

2 =2)x,

0=2\y,

1=0,
x2—i—y2 =1,

Ktera ale (zjevné€) nema zadné feseni.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Postupné jsme dostali podezrelé body

Ml.M3 — nic,

4 2
M2 — (1_ﬁ70a_ﬁ)a

My — (~1,0,0), (1,0,-2), (1,0,2), (—Z,+¥25, —1).

N=



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Postupné jsme dostali podezrelé body

Ml.M3 — nic,

4 2
M2 — (1_ﬁ70a_ﬁ)a

M4 - (717070)7 (1a0772)3 (1a052)7 (7%aigai%)

Obvykly argument: M uzaviena a omezend, f spojita. Je-li a € M; bodem
globalniho maxima/minima f vzhledem k M, potom je bodem lokalniho
maxima/minima vzhledem k M;. Pak uz jen porovndme funkéni hodnoty.



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
Pocitame globalni extrémy funkce f(x, y,z) = 2x + z na mnoziné
M={(x,y,z) R} : x2 +y2 <1, (x —1)2 +y? + 2?2 < 4}.

Postupné jsme dostali podezrelé body

Ml.M3 — nic,

4 2
M2 — (1_ﬁ70a_ﬁ)a

M4 — (717030)7 (1;0772)3 (1a052)7 (77 :l:L 7%)

Obvykly argument: M uzaviena a omezend, f spojita. Je-li a € M; bodem
globalniho maxima/minima f vzhledem k M, potom je bodem lokalniho
maxima/minima vzhledem k M;. Pak uz jen porovndme funkéni hodnoty.

f1-2,0,-2)=2— 2v/5 — minimum
£(~1,0,0) = —
£(1,0,—2) = 0,
f(1,0,2) = 4 — maximum,
V15 _
f(_* iia_% - _%'



Lagrangeovy multiplikatory m = 2
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Trocha geometrie
Necht

M={(xy,z) ER*:x* +y* <1, (x=1)* +y* + 2* < 4}
a H je nadrovina v R3? dana predpisem

H={(x,y,z) €eR®:2x 4+ z = 0}.



Trocha geometrie
Necht

M={(xy,z) ER*:x* +y* <1, (x=1)* +y* + 2* < 4}
a H je nadrovina v R3? dana predpisem
H={(x,y,z) € R3:2x +z = 0}.

Zajima nas nejvzdalenéjsi bod (pfipadné body) od H lezici v M. Protoze
H = (2,0,1)*, plati, ze chceme najit bod maxima funkce

(x,¥,2) = (2,0,1) - (x,y,2)| = [2x + |

pro (x,y,z) € M



Trocha geometrie
Necht

M={(xy,z) ER*:x* +y* <1, (x=1)* +y* + 2* < 4}
a H je nadrovina v R3? dana predpisem
H={(x,y,z) eR3:2x +z =0}

Zajima nas nejvzdalenéjsi bod (pfipadné body) od H lezici v M. Protoze
H = (2,0,1)*, plati, ze chceme najit bod maxima funkce

(x,y,2) = (2,0,1) - (x,y, 2)| = |2x + 2|
pro (x,y,z) € M
My jsme spocitali, Ze globalni minimum funkce 2x + z vzhledem k M je v

bod& (1 — %,0, —\%) (s hodnotou 2 — 2/5) a globalni maximum v

bodé (1,0,2) (s hodnotou 4). Protoze |2 — 2/5| < 4, je nejvzdalen&jsim
bodem k H v M bod (1,0,2).



Trocha geometrie
Necht
M={(x,y,z) eR¥: x>+ y?> <1, (x = 1) +y?> + 22 < 4}
a H je nadrovina v R3? dana predpisem
H={(x,y,z) eR3:2x +z =0}

Zajima nas nejvzdalenéjsi bod (pfipadné body) od H lezici v M. Protoze
H = (2,0,1)*, plati, ze chceme najit bod maxima funkce

(x,y:2) = 1(2,0,1) - (x,y,2)| = [2x + 2|
pro (x,y,z) € M

My jsme spocitali, Ze globalni minimum funkce 2x + z vzhledem k M je v
bod& (1 — %,0, —\%) (s hodnotou 2 — 2/5) a globalni maximum v

bodé (1,0,2) (s hodnotou 4). Protoze |2 — 2/5| < 4, je nejvzdalen&jsim
bodem k H v M bod (1,0,2).

Podobné bychom postupovali napriklad pri hledani kuzelu s nejvétsim
objemem, jehoz podstava je n&jaka pevné zvolend mnozina v H a vrchol
lezi v M.



